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Aufgabe 1. Gegeben sei die Transportgleichung

(Vu(x,y),(1,1)) = et — u(x,y) (x,y)eQ:= R2\m
u(x,y) =0 (x,y) eM:={({,n) eR*:n=0}

(a) Geben Sie die charakteristischen Grundkurven fiir diese Transportgleichung an.

(b) Ermitteln Sie mithilfe der Charakteristikenmethode einen Kandidaten v fiir die
Losung dieser Transportgleichung.

(c) Verifizieren Sie, dass |hr Kandidat v aus Teil (b) die Transportgleichung erfiillt.

14+2.540.5 Punkte
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Aufgabe 2. Sei f € S(R) eine ungerade Funktion, d.h. f(x) = —f(—x) fiir alle x € R. Die
Sinustransformierte von f ist definiert durch

Fs(F)(€) == \/z/f(x)sin(xg)dx.
0

Weiterhin bezeichnen
F(F)(€) = \/%r / f(x)e *dx
die Fouriertransformierte, und
FHa)©) = o= [ gletax
—o0

die inverse Fouriertransformierte.
(a) Zeigen Sie den Zusammenhang
F(f) = —iFs(f).

(b) Benutzen Sie das Ergebnis aus (a) um die Parseval-Gleichung

/ 17 () Pdx = / Fo(F)(E)Pde
0 0

Zu zeigen.

(c) Finden Sie einen Zusammenhang zwischen der Sinus- und der inversen Fourier-
transformation, und zeigen Sie

f= fs(}—s(f))-

1+1+1 Punkte
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Aufgabe 3. Gegeben sei die Potentialgleichung

Au(x) =0, x € B1(0) CR"
u(x) =g(x), xe€dB1(0).

Es sei u € C(B1(0)) N C?(B1(0)) eine Loésung dieser Gleichung fiir

g(X):%<en+X,X>, XG@Bl(O),

wobei e, der n-te Einheitsvektor in R" bezeichnet.
Berechnen Sie u(0). 2 Punkte
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Aufgabe 4. Bestimmen Sie eine Losung der Warmeleitungsgleichung des Rand-Anfangswert-

problems:
Oru(t, x) — Au(t, x) =0, t>0,xe(—mm)
u(t,—m) = u(t, ), t>0
Ocu(t, —m) = Ocu(t, ), t>0
u(0, x) = cos(2x), x € (—m, m)

4.5 Punkte
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Aufgabe 5. Betrachten Sie das Anfangswertproblem
(AWP) yV'==-2, y(0)=y, X>0.

(a) Geben Sie jeweils einen Ausdruck in Abhangigkeit von yp fiir das explizite Euler-
Verfahren sowie die Trapezmethode mit der Schrittweite h zur Berechnung einer
Approximationslosung von (AWP) an.

(b) Untersuchen Sie das Verhalten der exakten Lésung von (AWP) fiir t — oc.
Ergibt sich eine Bedingung an das explizite Euler-Verfahren bzw. die Trapezme-
thode, damit das gleiche Verhalten fiir die jeweilige Approximationslosung zutrifft?

(c) Welche Stabilitatsbegriffe erfiillen diese Verfahren?

1.54+1.5+1 Punkte
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Aufgabe 6. Die Auslenkung eines idealisierten Pendels sei durch folgende Differentialglei-
chung fiir den Winkel ¢(t) gegeben:

¢"(t) +sin(¢(t)) =0, $(0)=0, ¢'(0)=1

(a) Transformieren Sie die Differentialgleichung auf ein System erster Ordnung.
(b) Fiihren Sie 2 Schritte des expliziten Euler-Verfahrens mit Schrittweite h durch.

(c) Stellen Sie eine neue Differentialgleichung mit denselben Randbedingungen unter
Ausnutzung der haufig verwendeten Naherung fiir kleine Winkel, sin(¢) = ¢, auf.
Losen Sie die neue Differentialgleichung und vergleichen Sie den Wert ¢(2h) mit
dem Ergebnis aus (b).

1+1+4+1 Punkte
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Aufgabe 7. Gegeben sei folgendes lineares 2-Schritt-Verfahren:
j+2 _ oy el J jt1y 4 2 j+2
0% =y +§(—Zf(tj,y)—|—af(tj+1,y )—i—Zf(thrg,y )), a € R.

(a) Zeigen Sie, dass ein o existiert, so dass das Verfahren Konsistenzordnung 3 be-
sitzt.
(b) Gibt es ein a so dass die Konsistenzordnung sogar 4 ist?

(c) Was konnen Sie liber die Konvergenzordnung des Verfahrens aussagen?

2+0.54+1 Punkte
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Aufgabe 8. Gegeben sei die eindimensionale Warmeleitungsgleichung
dru(x, t) = d2u(x, t), t >0, x € (0,1) (1)
mit den Anfangswerten
u(x,0) = up(x)
und den Randwerten
u(0,t) =u(l,t)=0.
AuBerdem sei das Gitter 0 = xg, . . ., Xp = 1mit xj41—x; = hy, 0 <j < n—1 gegeben.
(a) Diskretisieren Sie die Ortsableitung in Gleichung (1), unter der Annahme
yi(t) = u(x;, t),
um ein System gewohnlicher Differentialgleichungen der Form
Y = Ay, Ae RO-Dx(=1) | c po-1

zu erhalten.

(b) Formulieren Sie die Trapezregel und das implizite Eulerverfahren (jeweils mit kon-
stanter Schrittweite hy) zur Losung der Systems aus Teil (a). Welches Verfahren
wiirden Sie hinsichtlich der Konsistenzordnung bevorzugen?

1.5+1.5 Punkte
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