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Offnen Sie den Klausurbogen erst nach Aufforderung!

Mathematische Grundlagen | (CES) | SS 2019
Klausur | 13.08.2019

Zugelassene Hilfsmittel:

Dokumentenechtes Schreibgerat, aber kein Rotstift.

Zwei eigenhandig und beidseitig beschriebene DIN A4 Blatter, die mit Namen und Matrikel-
nummer versehen sind.

Weitere Hilfsmittel, insbesondere die Nutzung eines Taschenrechners, sind nicht erlaubt.

Hinweise:

Das Mitfihren von Mobilfunkgeraten wéahrend der Klausur gilt als TAuschungsversuch.

Sie haben insgesamt 180 Minuten Zeit zur Bearbeitung. Alle Antworten sind ausfihrlich zu
begriinden.

Zum Bestehen der Klausur reichen 50% der moglichen Punkte.

Die Klausureinsicht findet am 27.08.2019 von 10:00—-12:00 Uhr im 1090|328 (3. Stock) des
Rogowski Gebaudes, Schinkelstr. 2 statt. Termine zur mindlichen Erganzungsprifung sind
wahrend der Klausureinsicht zu vereinbaren.

Bitte beginnen Sie jede Aufgabe auf dem Blatt, auf dem die Aufgabenstellung formuliert ist.
Sollten Sie auBer der gegeniber befindlichen Leerseite noch eines der angehefteten Leer-
blatter benutzen, so geben Sie bitte auf dem ersten Blatt den Hinweis ,Fortsetzung auf einem
anderen Blatt” an. Bitte kennzeichnen Sie jedes Blatt mit Ihrem Namen und Ihrer Matrikelnum-
mer — auch die benutzten Blanko-Blétter.

Durch lhre Unterschrift versichern Sie, dass Sie zu Beginn der Klausur nach bestem Wissen
prufungsfahig sind und dass die Prifungsleistung von lhnen ohne nicht zugelassene Hilfsmittel
erbracht wurde.
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Aufgabe 1.
Zeigen Sie mit vollstandiger Induktion, dass

n

> (@k—1)=n’

k=1

far alle n € N gilt.
3 Punkte
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Name: Matrikel-Nr.:
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Aufgabe 2.
Gegeben sind die folgenden komplexen Zahlen
z21=2+41
2y = 3—2
1 V3
zZ3 = —5 + T’L.

Bestimmen Sie die folgenden Ausdriicke:

a) (z3)*

220+21—5—1|2
b) 2z1—z2+3—i|

1.5+1.5 Punkte
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Aufgabe 3.
Gegeben sei die Folge (ay,)nen mit

a, = (—1)"c",
wobei 0 < ¢ < 1.

a) Beweisen Sie anhand des e-Kriteriums, dass die Folge (a,).cn konvergent ist und
geben Sie den Grenzwert an.

b) Wir betrachten die Reihe
Z ag.
k=1
Konvergiert die Reihe? Begrinden Sie Ihre Antwort.

c) Geben Sie den Konvergenzradius der Potenzreihe

oo
E akxk
k=1

an. Begriinden Sie Ihre Antwort.

d) Zeigen Sie anhand der Exponentialreihe

eola) = >
k=0

| —

k
v

o

dass
exp(a) - exp(b) = exp(a + b).

1.5+1+1+1.5 Punkte
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Aufgabe 4.
a) Zeigen Sie, dass die Mengen N und Z gleichméchtig sind.

b) Seien
Ay={zecQ: 2 <2}
Ay ={rcQ: 2? <4}.

i) Zeigen Sie, dass A, bzw. A, nach oben beschrankt sind.

ii) Existiert fir A, bzw. A, eine kleinste obere Schranke in Q? Seien Sie bei lhrer
Antwort prazise.
1+(0.5+2.5) Punkte
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Aufgabe 5.
a) Zeigen Sie anhand des ¢-§ Kriterium, dass die Funktion f : R — R mit

i f(z) = 2°
in jedem Punkt stetig ist.
b) Untersuchen Sie die Folgen (a,)nen und (by,)nen mit
<2n + 1>2”
Ay =
4n
_ 2n2 4+ 2n(=2)
" 3n2 4+ 3p(-2)°

auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.
1.5+2.5 Punkte
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Aufgabe 6.
a) Ist die Funktion f : R — R mit

f(@) = ||

auf dem Intervall (—1,1) Lipschitz stetig und/oder differenzierbar? Begrinden Sie
Ihre Antwort.

b) Leiten Sie die Taylorentwicklung von f : (—1,1) — R mit
f(z)=In(z+1)

zum Entwicklungspunkt xo = 0 her. Benutzen Sie dabei das Prinzip der vollstdndigen
Induktion um f*)(z) fur alle & > 1 zu bestimmen.

c) Seia < b. Zeigen Sie, dass es fur jede stetige Funktion f auf [a, b], welche auf (a,b)
differenzierbar ist, ein Punkt x € [a, b] existiert, sodass

f(6)— fla) _b+a
b—a 2x

f'(x).

1.5+2.5+1.5 Punkte
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Aufgabe 7.
Betrachten Sie die Funktion f(x) = sin(z? — 1).

a) Geben Sie das Taylorpolynom 2. Grades T>(x) zum Entwicklungspunkt zo = 1 an.

b) Sei I = [0,2]. Bestimmen Sie eine mdglichst kleine Schranke fiir den Fehler auf 1

max| f(z) — To(x)|

xzel

c) Berechnen Sie den Grenzwert

im sin(x +1)(z + 1)
z—(—1) 2 —1

2+2+1 Punkte
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Aufgabe 8.
Berechnen Sie die Integrale

a) [ exp(x)sin(z)dx

b) fol r3exp(—2*)dz

Oo—Lx — d
c) bf\/ge p(—2v/t)dt

1.5+1.5+2.5 Punkte
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Aufgabe 9.
Gegeben sei die lineare Abbildung ¢ : R® — R3,

5x3 — 32> + 11
d(x) = | 221 — 6x2 + 23 | .
T3+ %xl — %xQ

a) Geben Sie die Darstellungsmatrix zur Abbildung ¢ an und bestimmen Sie deren
Rang.

b) Bestimmen Sie eine Basis des Kerns und des Bildes der Abbildung.

2+2 Punkte
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Aufgabe 10.
Sei F := {f|f : R — R} der R-Vektorraum bezlglich der Gblichen Vernklpfungen (Addition
und Skalarmultiplikation). Man untersuche, ob die folgenden Teilmengen von F' Unterrdu-
me sind:

a

b

) A:={f € F|f(z) >0, Vzx € R}

) B={f € FIf(7) = f(1)}

0) C:={f € F|f(-z) = f(x), V= € R}

d) D := {f € F|f ist bijektiv}

1+1.5+1.5+1 Punkte
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Aufgabe 11.
Gegeben seien folgende Matrizen, wobei a, b € R.
o1 P
a) A=|1 -2 a b) A=
1 4 4 01 0 O
b 99 5 2a

Bestimmen Sie jeweils die Determinante von A und geben Sie an, wann die Matrix regular
bzw. singular ist.

Hinweis:
In Aufgabenteil b) bietet es sich an den Laplaceschen Entwicklungssatz anzuwenden: Sei
A € R dann qilt

det(A) =) "(~1)""a;;det(A;;), wobei 4;; € RC=Dx(n=1),

j=1

1+1.5 Punkte
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Aufgabe 12.
Gegeben sind die Vektoren

V1 =

=
|
—_
N W o

und der Unterraum
U = span{vy, v} C R*%.

Bestimmen Sie die Bestapproximation v; in U, also u* € U mit

* — i o )
|[u* — vs]|2 {pe'{}HU v3l2

2.5 Punkte
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Aufgabe 13.
a) Fir welche a € R\{0} hat das Gleichungssystem

1 L 0\ (= 1

a 2 % o]l =10].

0 a 1 T3 1
~——

Il
b
|
f=a

keine, genau eine, mehr als eine Lésung? Charakterisieren Sie den Lésungsraum
far alle Méglichkeiten.

b) Fir welche a € R hat das Gleichungssystem
a —a r1\ _[a
1 1 x2)  \1
—— ~—~~
=A =b

keine, genau eine, mehr als eine Lésung? Charakterisieren Sie den Lésungsraum
fur alle Moglichkeiten.
2.5+2 Punkte
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Aufgabe 14.
Berechnen Sie alle Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix
4 1 0 O
-3 1 1 1
B=19o 0 4 1
1 0 =30

Ist die Matrix B diagonalisierbar?

Hinweis: 3 ist eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms der Matrix B.
5.5 Punkte
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