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Offnen Sie den Klausurbogen erst nach Aufforderung!

Mathematische Grundlagen IV (CES) | WS 2019
Klausur | 26.02.2020

Zugelassene Hilfsmittel:

Dokumentenechtes Schreibgerat, aber kein Rotstift.

Zwei eigenhandig und beidseitig beschriebene DIN A4 Blétter, die mit Namen und Matrikel-
nummer versehen sind.

Weitere Hilfsmittel, insbesondere die Nutzung eines Taschenrechners, sind nicht erlaubt.

Hinweise:

Das Mitfihren von Mobilfunkgeraten wahrend der Klausur gilt als Tauschungsversuch.

Sie haben insgesamt 150 Minuten Zeit zur Bearbeitung. Alle Antworten sind ausfihrlich zu
begriinden.

Zum Bestehen der Klausur reichen 50% der mdglichen Punkte.

Die Klausureinsicht findet am 11.03.2020 von 14:00—15:00 Uhr im Seminarraum 328 (3. Stock)
des Rogowski Geb&udes, Schinkelstral3e 2 statt. Termine zur mindlichen Erganzungsprifung
sind wahrend der Klausureinsicht zu vereinbaren.

Bitte beginnen Sie jede Aufgabe auf dem Blatt, auf dem die Aufgabenstellung formuliert ist.
Sollten Sie aufBBer der gegenlber befindlichen Leerseite noch eines der angehefteten Leer-
blatter benutzen, so geben Sie bitte auf dem ersten Blatt den Hinweis ,Fortsetzung auf einem
anderen Blatt” an. Bitte kennzeichnen Sie jedes Blatt mit Ihrem Namen und Ihrer Matrikelnum-
mer — auch die benutzten Blanko-Blétter.

Durch lhre Unterschrift versichern Sie, dass Sie zu Beginn der Klausur nach bestem Wissen
prufungsfahig sind und dass die Prifungsleistung von lhnen ohne nicht zugelassene Hilfsmittel
erbracht wurde.
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Aufgabe 1.
Gegeben ist das PDE-System 1. Ordnung fir U : Q ¢ R? x Rt — R3

Orup + 381=1u2 + 2(9;32 u1 + 6m2 ur =0
8tU2 + a$1U2 + 38m2 Uy = 0
Oruz + 28;“1@ + 30951 uz + 28132 uz =0

Zeigen Sie, dass das System in der Form

0U + divF(U) =0

geschrieben werden kann und Uberpriifen Sie ob das System hyperbolisch ist.

5 Punkte

2/24



Klausur | Mathematische Grundlagen IV (CES) | 26.02.2020

Name: Matrikel-Nr.:

3/24



Klausur | Mathematische Grundlagen IV (CES) | 26.02.2020

Aufgabe 2.
a) Bestimmen Sie die Lésungen des Randwertproblems

—u(z) =1, vz € (0,1),
in Abhangigkeit von den Werten «, 8 € R flr jede der folgenden Randbedingungen

a.1) u(0) = « und u(1) = 3,
ou

a2) u(0)=a und %(1) =0,
a.3) gZ(O) —a und (1) =8,
a.4) gZ(O) —a und gZ(l) — 4.

b) Das reine Neumann Problem a.4) ist nicht fir beliebige «, 5 € R lI6sbar. Wie lautet die
Bedingung an « und g damit eine Losung existiert? Ist die Lésung « dann eindeutig?
Begriinden Sie ihre Antwort.

c) Welche Bedingung muss eine Randfunktion g in dem Neumann-Problem der mehr-
dimensionalen Poisson-Gleichung

Au=f in Q2 C R"
ou
fir gegebenes f erflllen?

Hinweis: A - = div(V -) a1 Punk
+1+1 Punkte
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Aufgabe 3.
a) Berechnen Sie die ersten zwei distributionellen Ableitungen der Funktion f : R — R
mit
0 =<0
flz)=<¢x 0<z<1
1 1<

b) Welche Eigenschaft muss die distributionelle Ableitung der Dirac-Funktion erflillen?

c) Zeigen Sie, dass die Funktion v : R*\{0} — R mit

1 1

v(r) = _E@’ r(z) = [z

eine Fundamentallésung der 3-dimensionalen Laplacegleichung
—Avy =9

ist.
3.5+1+3.5 Punkte
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Aufgabe 4.
Gegeben ist das Problem

Owu(z,t) = Oppu(z,t) — u(z,t) + sin(mx),
u(0,t) =0,
uz(1,t) =0,
u(z,0) = a,

.2020

x € (0,1),t>0
t>0

t>0

x € (0,1)

wobei a € R, das heif3t die Anfangsbedingung ist eine konstante Funktion.

a) Berechnen Sie die zugehdérigen Eigenwerte und die normierten Eigenfunktionen.

b) Entwickeln Sie die Anfangsbedingung und den Quellterm in Eigenfunktionen.

c) Berechnen Sie die Lésung des Problems mit dem Eigenfunktionen-Ansatz.

3+2.5+3.5 Punkte
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Aufgabe 5.
Bestimmen Sie zu den Daten

Ty

N|=

NWw

f(zk)

2+2i

2-2¢

ein trigonometrisches Polynom der Form

n—1

Tu(frw) =) di(f)e”

J=0

das die Daten interpoliert, also die Bedingung

T4(f; fEk) = f(xk)’ fir k = 07 =

erfallt.

4 Punkte
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Aufgabe 6.
Die erste Ableitung einer Funktion « an der Stelle ¢ soll mit Hilfe einer Differenzenformel,
die die Funktionsauswertungen von u an den Stellen &, £ + hy und £ + h; + hy benutzt,
approximiert werden, d.h.

(&) = au(€) +bu(€ + hy) + cu(é + hy + hp) + R(u, h),

wobei h = max(hy, hy) und R(u, h) = O(hP) der Fehler der Differenzenformel ist. Bestim-
men Sie a, b, ¢ s0, dass p maximal wird. Wie grof3 ist dieses?

Hinweis: Entwickeln Sie © um die Stelle &.
6 Punkte
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Aufgabe 7.
Gegeben sei das lineare Gleichungssystem

mit Lésung

4
1
r=—1|-20].
23 (27)

a) Konvergieren das Jacobi- und GauB-Seidel-Verfahren fir jeden Startvektor 2° € R3?

b) Fihren Sie einen Schritt mit dem Gauf3-Seidel-Verfahren durch. Verwenden Sie als
Startvektor 2° = (1,0,0)7.

c) Zeigen Sie, dass die Voraussetzungen zur Anwendung des CG-Verfahrens gegeben
sind und flhren Sie einen Schritt mit dem CG-Verfahren durch. Verwenden Sie als
Startvektor 2% = (0, -1, —1)7.

d) Welches Ergebnis erhdlt man nach drei Schritten mit dem CG-Verfahren?

2.5+1.5+3+1 Punkte
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Aufgabe 8.
Gegeben sei die gewdhnliche Differentialgleichung

—u"(z) + e(z)u(z) = f(z), x € (0,1)
u(0) =1,
u(1)

Il
o

wobei ¢, f : [0,1] — R stetig sind mit
c(x) >0, x € [0,1].

a) Nehmen Sie eine Finite-Differenzen-Diskretisierung fur diese Differentialgleichung
vor, wobei das Intervall [0,1] &quidistant in 4 Teilintervalle zerlegt werden soll, und
stellen Sie das diskrete System in der Form

Apup, = fn
auf.

b) Zeigen Sie, dass die Matrix A;, symmetrisch und positiv definit (es gentgt zu zeigen,
dass die Eigenwerte positiv sind) ist.
Hinweis: Gerschgorin Kreise.

3+1 Punkte

16/24



Klausur | Mathematische Grundlagen IV (CES) | 26.02.2020

Name: Matrikel-Nr.:

17/24



Klausur | Mathematische Grundlagen IV (CES) | 26.02.2020

18/24



Klausur | Mathematische Grundlagen IV (CES) | 26.02.2020

Name: Matrikel-Nr.:

19/24



Klausur | Mathematische Grundlagen IV (CES) | 26.02.2020

20/24



Klausur | Mathematische Grundlagen IV (CES) | 26.02.2020

Name: Matrikel-Nr.:

21/24



Klausur | Mathematische Grundlagen IV (CES) | 26.02.2020

22/24



Klausur | Mathematische Grundlagen IV (CES) | 26.02.2020

Name: Matrikel-Nr.:

23/24



Klausur | Mathematische Grundlagen IV (CES) | 26.02.2020

24/24



